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1. Introduction

La quantité décrite par le titre de cet article est

W(z) = Ka/(n+ 1)} —{z/n}| (z>0),

n>1

ou {t} =t — [t] désigne la partie fractionnaire du nombre réel ¢, et [t] sa partie
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entiere. La lettre W est choisie en référence au mathématicien Aurel Wintner
(1903—1958). Dans un article de 1946, Square root estimates of arithmetical sum
functions (cf. [5]), il considéra la fonction W(z) dans le contexte suivant.

Soit f une fonction arithmétique a valeurs réelles ou complexes dont la fonction
sommatoire

=Y f(v) (x>0 (1)

n<x

est bornée. En particulier, la série
i )2
C= = = [ F(t
Z 2D k " 1 /
n=1 k>1 0

est alors convergente.
En notant * le produit de convolution de Dirichlet des fonctions arithmétiques,

=) f(d (n=1,2..).
dln

posons g = fx1:

=> " f(n)|z/n]

n>1

=Cz— Y f(n){z/n}

n>1

—Ca:—I—ZF ({z/(n+ 1)} — {z/n}).

n>1

On en déduit ’estimation
|G(z) — Cz| < ||F||W(z) (x> 0),

ol ||F||o désigne la borne supéricure des modules des sommes (1). Dans [5],
Wintner démontra que

W) < z"? (z>1). )
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On a donc G(z) = Cz + O(z'?). En outre, ce résultat est optimal au sens o,
quelle que soit la fonction positive w(z), définie pour z > 0 et telle que

w(z) = o(z'?) (z = o0),

il existe une fonction arithmétique f, dont la fonction sommatoire est bornée, et

pour laquelle la relation
G(z) = Cz + O(w(x)) (3)

172 et du principe de

est fausse. Ce dernier fait découle de la minoration W(z) > z
condensation des singularités (théoréme de Banach et Steinhaus, cf. [1]*)).

De plus Wintner remarqua que ces résultats se déduisaient uniquement de (2),
et non de l'existence de la limite lim z~'/2W(z), probléme qu’il laissa ouvert et
qui est 1’origine du présent travail. o

Cela étant, on peut se passer complétement de I’'introduction de la fonc-
tion W et de considérations d’analyse fonctionnelle, aussi bien pour I’estimation
G(z) = Cz + O(z'/?) que pour I’optimalité de son terme d’erreur. D’une part, le
principe de ’hyperbole de Dirichlet donne

G)= > f(n)lz/n] + D F(z/m) - F(Vz)|Vz],
n<VT m<Yz

d’oll découle simplement I’estimation de G(x). D’autre part, Bayart a construit,
dans le contexte de 1’étude de I’abscisse de convergence d’un produit de séries de
Dirichlet (cf. [2], §2), un exemple d’une fonction arithmétique f dont la fonction
sommatoire est bornée, et pour laquelle ’assertion

G(z) = Cz + o(z'?) (z — o)

est fausse; la méme fonction f permet donc d’infirmer d’un coup toutes les asser-
tions (3). Cette construction est rappelée au §3.

L’argumentation de Wintner a cependant, entre autres mérites, celui d’attirer
Iattention sur la question de I’estimation asymptotique de W (x).

) Cest le uniform boundedness principle de la littérature en langue anglaise ; Wintner invoqua le
“Lebesgue-Toeplitz norm principle”.
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THEOREME. Pour x > 0, on a

W(z) = %co/z)ﬁ +0(@™),

ou ¢ désigne la fonction ( de Riemann.

La nature de la somme W(z) incite a I’analyse de la répartition conjointe des
deux fonctions

nwe |z/n] et ne—|z/(n+1)].

Nous développons au §2 cette approche. Elle nous conduit & regrouper les termes
de W(z) suivant les valeurs d de la différence |xz/n] — |z/(n + 1)]; le résultat
des calculs qui s’ensuivent est 1’objet des propositions 1 et 6 (cf. §2.3 et §2.4.7
ci-dessous). Le théoréme s’en déduit par sommation au §§2.5-2.6.

La méthode employée est susceptible d’autres applications. Ainsi, des calculs
similaires f) fournissent I’énoncé suivant :

S (s - amy) = C2va 100 @0,

™
n>1

2. Démonstration du théoréeme

Dans toute la suite, la lettre n désignera un nombre entier > 1; les lettres h, k, d
désigneront des nombres entiers > 0; la lettre & désignera un nombre réel > 0.

2.1. Réarrangement de la somme W (x)

Nous réarrangeons la somme W(z) suivant les valeurs de

k=|z/n|
h=lz/(n+1)].

Onadonc0<h<k<zet

kE<z/n<k+1
h<z/(n+1)<h+1,

1) Les détails sont disponibles a I’adresse hal.archives-ouvertes.fr/hal-01329292.
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autrement dit

z z 1) <n< zz_, 4
max Fr Al n < min T h .

(avec la convention z/0 = o00). Nous désignerons par I(h, k; z) Uintervalle de
valeurs de n défini par I’encadrement (4), c’est-a-dire

I(h, k;z) ={1,2,..}n]z/(k+ 1), z/k] N ]|z/(h+ 1) — 1, z/h — 1].

Il faut garder a Pesprit que, z étant fixé, la collection des I(h, k; ) non vides
constitue une partition de ’ensemble des nombres entiers > 1.
Notons que, pour n € I(h, k; x), on a

{z/(n+ 1)} —{z/n} =k —h—z/n(n+1).

On a donc

> W ka),

0<h<k<a
ou

Wh k)= > |k—h—gz/nn+1).
n€l(h,k;z)

Maintenant, si 0 < d < x, nous posons

Ej(x) ={(h,k):0<h<k<z k-h=d} (5
={(k—d,k):d<k<z}
et
Wiz)= >, Whhka)= > > ld-z/nn+1),
(h.k)€Eq4(z) d<k<z nel(k—dk;x)
de sorte que

= > Wilz)

0<d<e

Nous allons d’abord majorer la contribution & W(x) des grandes valeurs de d,
puis nous estimerons la quantité Wy(z), en commengant par le cas diagonal d = 0.
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2.2. Contribution des grandes valeurs de d
Soit D un nombre réel supérieur a 1. Si d = |z/n] — |z/(n + 1)] > D, alors

n? > n(n + 1)
— d+ {z/n} - {/n + 1)}
>D-1,

donc n < y/z/(D — 1). On en déduit que

2.3. Estimation de Wy(x)

Nous avons
Eo(z) = {(k, k) : 0 < k< z}.

L’intervalle I(k, k; x) est défini par I’encadrement

Par conséquent

= Z z/n(n + 1).

0<kLz z/(k+1)<n<z/k—1

Si k(k+ 1) > z, la somme intérieure est vide. Désignons donc par K = K(z)
le plus grand nombre entier k tel que k(k + 1) < z, c’est-a-dire

K(z) = |\/z + 1/4—1/2].

Pour x > 0, on a

Wo(z) = Z Z z/n(n + 1)

0<k<K  z/(k+1)<n<z/k—1
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Y Y ey

INYA¢

0<kSK  z/(k+1)<n<z/k

1
=z ) ey D ela/k),

n>z/(K+1) I<k<SK

ou I’on a posé

1

#O = T+

=t724+01t77) (t=1).

D’une part,

1 T
z ) =
i nn ) T /(K )]+
K+1

[z/k] ([w/kJ +1)

I1+(1-{z/(K+)})(K+1)/z

=K +0(1)
=z +0(1).

D’autre part,

x Z o(z/k) ==z Z (kz/x2+0(k3/:v3))

1<k<K 1<k<K
K3 + O(K?)
=—+
3z

= %\/E-i- 0(1).

La conjonction de (8), (10) et (11) donne le résultat suivant.

ProposITION 1. Pour x > 0, on a

Wifa) = 2+ 0(1).

O(K*/z?)

(®)

©)

(10)

(11)

(12)
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2.4. Estimation de Wy(z), d > 0
2.4.1. Décomposition de I"ensemble E4(z)

Si d est positif, nous allons décomposer ’ensemble E;(z) défini par (5) en une
partition de trois sous-ensembles sur lesquels ’encadrement (4) s’exprimera sans
recours aux fonctions max et min.

Sik>h>0cetzx>0, 'inégalité

T
|
k " h
équivaut a
hk <
k—h "
En particulier, on a les implications
T T 1:>:v<a: !
E+1  h+1 E h
et
w>$ 1= e > ? 1
k™ h kE+1" h+1

Cela nous incite a considérer les trois parties suivantes de E4(z) (la définition
de chaque Eg;(z) est suivie par la forme que prend I'encadrement (4) lorsque
(k—d,k) € Egi(z)) :

Eij(z)={(k-d,k):d<k<z, (k—d+1)(k+1) <dz}
z l<n<- (13)
k—d+1 Sk

Egx(z)={(k—d, k) :d < k<=, (k—d)k> dz}
X X

—1 (14)

<n<

k k-d

_|_

Eosz) = {(k—d k) :d <k <z, (k—d)k <dz < (k—d+1)(k+ 1)}

i
< Z
<<y (15)

+
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Celles des trois parties E4;(z) (1 < ¢ < 3) qui sont non vides forment une
partition de E4(x). Par conséquent, on a

Wd(I) = Wd,l(a:) + Wd,z(d?) + Wd,3 (:L‘),

ou

Wyi(z) = Z Wi(h,k;z) (1<1
(h.k)EEi(x)

N

3).

Avant d’évaluer successivement les trois quantités Wy ;(z), nous allons aux
paragraphes suivants définir et étudier deux fonctions auxiliaires, K4(z) et Ny(z).

2.4.2. La fonction K4(z)

Pour z > 0 et d > 0, nous définissons K4(x) comme le plus grand nombre
entier k tel que

(k- d)k < dz ,

inégalité qui équivaut a
x

T
2« -1
k k—d

si k> d.
On a donc Ky(z) = 0 et en général

= [(d + V& + 4dz)/2).

En utilisant le fait que ¢ — (¢ — d)t est strictement croissante sur [d/2, co[, on
démontre les relations

d<Kyz)<z+d
d+ 1< Ki(z) (d>0,z>2)
2d < Ky(z) < @ ( > 2d) (16)
Vdz +d/2 — 1 < Ky(z) < Vdz + (17)
Ki(z) < Kq1.1(2).

Nous utiliserons de plus des estimations des sommes > 1 et > k? portant sur
les nombres entiers k de I'intervalle | K (z), Kq11(z)].
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ProPoSITION 2. Pour 0 <d<z etz >1,0na
Kii(z) — Kg(z) = (Vd+1-Vd) vz +0(1).

Démonstration
Comme fonction de d, la quantité

Vd? +4dz — Vadz =

1
1/ + dx/d? + \/dx/d

est croissante. D’autre part, sa dérivée par rapport a d est

d+ 2z m_d\/a+2x\/a—«/x(d2+4dm)
V& + 4dz d d(d + 4dx)
1 /d

< =1/=. 18

Par conséquent

Kd+1(x)—Kd(x):(d—|—1—|—\/(d+1)2+4(d+1)m)/2—(d+\/d2+4dx)/2—|—0(1)
%( 4(d+1)z—V4adz) +0(1/(d+1)/z) +0(1) (@apres (18))
=(Vd+1-Vd)vz+0(1),

sid<zetz>1. O
Notons que la proposition 2 entraine 1’estimation

Kin(z) — Ki(z) € A /z/(d+1) (0<d<z, z>1).

PROPOSITION 3. Pour 0 <d<zetx>1,0na

Yo K= (d+1)'d3+1_d\/ax3/2+0((d+1)x).

Kd(z)<k§Kd+1(x)

Démonstration
Si M et N sont des entiers naturels tels que M < N, on a

M K= N;M(Z(N2+NM+M2)+3(N+M)+1).

M<k<N
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Avec M = K4(z) et N = K4, (), et compte tenu de (17) et de la proposition 2,
cela donne,

Yo K= (Vd+ _\/68>ﬁ+0(1> (2Q2d + 1+ 4/d(d + 1))z

Kd<k<Kd+1

(d+ 1)Wd+1- d\/_
3

+0((d+1)*Vz)) = 21 0((d+ 1)z).

O
Au moyen de la fonction K4(z), on peut récrire les conditions, quadratiques

relativement a k, intervenant dans les définitions des ensembles Eg;(z), sous les
formes suivantes, respectivement :

k < Ku(z) — (i =1) (19)
k> Ky(z) (i =2) (20)
k=Ky(z) (1=3) (21)

2.4.3. La fonction Ny(x)

Pour exprimer la quantité |d — z/n(n + 1)| sans valeur absolue, nous sommes
conduits & définir, pour d > 0, Ny(x) comme le plus grand nombre entier tel que

n(n+1) < z/d.

On a donc
Ny(z) = [(=1++/1+4z/d)/2].

Notons les relations suivantes.

1 < Ny(z) (0<d<z/2)
Ny(z) < /z/d (d>0,z>0) (22)
Va/d -2 < Ny(z) (0<d<z) (23)

Etablissons maintenant une relation entre les fonctions K4 et Ny (pour ces
deux fonctions, nous omettons dorénavant la mention de la variable = afin d’alléger
les notations).
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PROPOSITION 4.  Pour d entier et x réel tels que 0 < d < x, on a
|_.’E/(Kd + I)J § Nd < |_$/de

Démonstration
Par définition de Ny, et comme ¢ — t(¢ + 1) est strictement croissante pour

t > 0, il suffit de vérifier que

Ki+1\K;+1 d\Kd Ky '

Or cet encadrement équivaut au suivant :

(Kg—dK;<dzr < (Kg+1—-d)(K;+1),

lequel découle de la définition de Kj. O

2.4.4. Calcul de Wy ,(z)
En supposant 0 < d < z/2, on a d’apres (13), (16) et (19) :

Warlz) = Y > ld-a/mn+1)).

A<h<Kg—1 i - 1<n<?

La somme intérieure est non vide seulement si

X 1<l‘
k—d+1 k’

autrement dit seulement si k > K;_; (rappelons que Ky = 0). Les nombres entiers
n intervenant dans cette somme intérieure sont strictement supérieurs a
T T

K;—d K, ~

d’apres la définition de K, et la proposition 4.
Dans le calcul qui suit, ainsi qu’au paragraphe suivant, nous écrirons comme
au §2.3 :
1 1

tl+1 [t

o(t)
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et nous emploierons I’identité “r-télescopique” :

Z(uk_uk—r): Z Uk — Z Ug.

a<k<b b—r<k<b a—r<k<a
On a donc
T
Wail@)= > 2 (d_n(nJrl))
Kd_1<k)<del k7§+171<n<%
1 1

= Y d(lz/k] - |z/(k—d+1)]+1) = -
Kd]<k<Kdl( (Lm/(k—d+1)J |z/k]+1
=d > lwkl-d D |a/kl+d(Ki—Kei-1)

Kij—d<k<Ky;-1 Ky 1 —d+1<k<Kq

1 1
AP SRR v R D SR - R DAL

Kij—d<k<Ky-1 Ky 1—d+1<k<K4_ Ky 1<k<Ky-1

)

(24)

ol ¢ est définie par (9). Observons que, dans le cas o d = 1, les quatre premiéres

sommes Y du résultat de (24) sont vides.

2.4.5. Calcul de W, (z)
En supposant toujours 0 < d < z/2, on a d’aprés (14) et (20) :

Waa(z) = > Y ld-z/n(n+1)

K <k<z k%rl<n§ﬁ—l

La somme intérieure est non vide seulement si

autrement dit seulement si k < Kz — 1. Les nombres entiers n intervenant dans

cette somme intérieure sont inférieurs ou égaux a

X X
2t < ]
Ky+1-4d K;+1

d’aprés la définition de K, et la proposition 4.
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En supposant d + 1 < z/2, on a donc

Wya(z)= Z Z (z/n(n+1)—d)

Kd<k<Kd+| -1 #<n< ﬁ*l

1 1
- 3 (x(va+4”+4—wﬁﬂk_ﬁj)—dﬂxﬂk—dﬂ—{wﬂk+DJ—U)

Ky<k<Kiy1—1
=d Y, lwkl-d D, la/kl+d(Ke-Ka-1)
Kd+|—d—1<k§<Kd+] Ki—d<k<Kg+1
1 1

+z Z m—x Z m—w Z o(x/k). (25)

Kd+1—d—1<k<Kd+| Kd—d<k<Kd+l Kd+1<k<Kd+1

2.4.6. Calcul de Wy ;(x)
Pour 0 < d < z, on a d’apres (15) et (21) :

Was(z) = Z |d — z/n(n + 1)|
rEns

= Wys(z) + Wi5(2),

ou

Wise) = 3 (a9

T
R 1 <n< Ny

W‘;B(x) - Z (d - n(nx—i- 1))

T
Nd<n<7d

d’aprés la proposition 4. La somme W ;(z) est vide si Ny = [z/(Kq+ 1)].

On a
W (2) — ! ! d(N, Ki+1
@) = (T~ ) AW /K 1))
1 1
Wis(z) = d(|2/Kq) _Nd)_I(NCH—l " z/Ky] +1)
Was(z) = 1 1 :
13(z) _x(Lx/(Kd+1)J +1 + lxz/Kq| + 1 - Nd+1)

— d(2Ny — |=/(Kq + 1)] — [2/Kq]). (26)
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2.4.7. Calcul et estimation de Wy(x)
En ajoutant (24), (25) et (26) et en réduisant, on obtient pour 0 < d < z/2—1:

Wa(z) = Wa(x) + Waa(z) + Was(z)
_ 3 (d|z/k) + z/|z/k)) — > (d|z/k] + z/|z/k])

Ky 1—d-1<k<Kqyp Ky 1 —d+1<k<Ky
2z
- E QO(.'L'/k) + d(Kd—H —Kg_ 1 — 2) — — 2dNy. (27)
Ng+1
Kg 1 <k<Kgti

Pour estimer les deux premiéres sommes de (27), nous utiliserons la proposition
suivante.

PROPOSITION 5. Pour 0 < d < z/2 et Ky —d <k < Kq,on a
d\lxz/k] +x/|z/k| = 2@_‘_ O(d3/2$_1/2)'

Démonstration
Posons ¢ = |z/k]. On a

dg+z/q— 2\/%2]92,

ou
p=+/dg—/z/q
_ d¢* — z
a(v/da+ vz/q)
Or
q=|z/k]

=z/k+ O(1)

= m +0O(1) (dapres (17))

= V/z/d+0(). %)

Par conséquent,

dg’ — z = O(Vdx)
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p= O<d3/4l_71/4)

et

dq + z/q — 2Vdz = O(d*z™'7). O

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant.

PrOPOSITION 6. Pourd >0 et x>0, ona
Wi(z) = f(d)vz + 0(d),

ou
8d + 2 8d — 2
f(d) = T\/d+ — T\/d— —4Vd
Démonstration
Nous appliquons la proposition 5 en changeant d en d + 1 et obtenons, si
0<d<z/2-1,

2 (dlz/k] + x/|z/k]) =

Kd+1—d—1<k<Kd+1

-2 e+ X (2@ nz+0d”ea)

Kd+1—d—1<k‘<Kd+| Kd+1—d—]<k<K‘i+]

= (2d+1)4/(d + Dz + O(d) + O(d*z~"?), (29)

ou 'on a utilisé¢ (28) (avec d remplacé par d + 1) pour évaluer I’avant-derniére
somme.
De méme,

Y. (dla/k +o/l/k]) =

Ky —d+l<k<Kd,|

Z |_£L‘/kJ + Z (Zm 4 O(d3/2$71/2))

Ky 1 —d+1<k<Kq Ki 1 —d+1<k<Kq,
= (2d - 1)y/(d — )z 4+ O(d) + O(d*z""*), (30)

résultat valable méme si d = 1.
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Maintenant, d’aprés la proposition 3, on a

T e d+1)Vdr1 - (@ OVIT 5 o),

Kj1<k<Kgt,

De plus,

> F<Va/d /(o)

Kj 1<k<Kgq

= dz’.

Par conséquent,

x Z o(z/k) = i Z K+ 0z Z )

Kg1<k<Kgi Ki1<k<Kgi Ki1<k<Kgi

_ (d+])\/d+1g(d_l)\/d_lﬁJrO(d).

Le terme suivant de (27) peut étre estimé grace a la proposition 2. On a

d(Kgy1 — Kg-1 — 2) = (dV/d + 1 —d/d — 1)z + O(d).
Enfin, en utilisant (22) et (23), on a

2 N, = 2 ad
Ny + 1 a Vz/d+ 0(1)

= —4Vdz + 0(d)

—2d(/z/d + O(1))

(31)

(32)

(33)

En insérant maintenant (29), (30), (31), (32) et (33) dans (27), nous obtenons

Wa(z) = f(d)vz +0(d) + O(d*z™"?) (0<d<z/2-1).

(34)

Si d < z'73, le second terme d’erreur est absorbé par le premier. D’autre part,

en utilisant I’approximation

Vd+1=vd(1£1/2d - 1/8d* +0(d ")),
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on voit que f(d) = O(d™*?). La majoration uniforme Wy(z) < +/z/d montre
alors que

Wa(z) — fd)ve < d (d>z'"),

ce qui permet d’omettre définitivement le second terme d’erreur de (34) et la
condition d < z/2 — 1. O

2.5. Sommation de la série des f(d)

Puisque f(d) = O(d¥?), la série Y. f(d) converge; nous allons calculer sa
>
somme.

En écrivant

fay = D=6 mm 8AZD T T (VA= T4 va),

3 3

et en supposant D entier positif, on obtient

- 8(D + 1) -6 p R
S fd :—\/—+ ZOVD - 8> Vit avD.
d=1 d=1
Or
8D+1)—6 8
8D+1 -6 +3 ) VD +1= §D3/2 +2D"? + o(D™'?)

et la formule sommatoire d’Euler et Maclaurin donne
Zf 3/2+ D‘/2+C( 1/2) + O(D™ )

(cf. [4] (13-10-7), p. 333, et [3] chapter 7, (1-2), p. 150, (4-5), p. 156). On en
déduit

D fd) = —§ — 8¢(-1/2)

d=1

2 2
— =5+ =¢67), (33)
T
d’apres 1’équation fonctionnelle de la fonction ( :

C(1 = s) =2(2m)~° cos(mws/2)T'(s){(s).
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2.6. Conclusion
Pour 0 <z <1,onaW(z)==z.Pourx>1letD>2,0na

W(z)=Wo(z) + > Wal@)+ > Walz)

1<d<D d>D

= WEH0M) + Y (Fd)VE+O@) +0(/a/D)

1<d<D

(d’apres (6) et les propositions 1 et 6)

=23+ Z f(d) vz + o(D*) + 0(v/z/D) (ear f(d) = 0(d"*"?)
d=1

= 206/)Va +06™),

d’apres (35), et en choisissant D = 2z!/3,

3. Une remarque sur l'optimalité du terme d’erreur O(1/x)

Au §2 de [2], Bayart définit une fonction arithmétique o de la fagon suivante. On
construit d’abord une suite de nombres entiers par blocs en posant

M,=2"" (n>1)
ikn = [ MaJk| (1<k</Mp2=2"""".

Le plus petit élément i, du n¢ bloc correspond a k = /M, /2, et vaut 2/M,,.
On montre que les nombres iy, vérifient I’égalité | M, /ix,| = k; ils forment donc
une suite strictement décroissante pour chaque valeur de n.

On pose ensuite

(—l)k si existent n et k tels que m = g,
a(m) =

0 sinon.

Pour tout z > 0 on a donc A(z) = > a(n) € {0, 1}.

n<e
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Considérons maintenant la fonction arithmétique 3 définie par B(n) = (—1)"'.
De méme que pour «, la fonction sommatoire B(z) de § ne prend que les valeurs
0 et 1; pour k entier, on a B(k) = 0 si k est pair, et B(k) = 1 si k est impair.

Posons ensuite g = a * #. D’aprés le principe de I’hyperbole de Dirichlet, la
fonction sommatoire G de g vérifie

G(z) = ) a(n)Bz/n)+ Y B(n)A(z/n) - B(vz)A(V),
n<VT n<yz

donc
|G(z)| <2V +1 (z>0). (36)

Or pour x = M,

G(z) = o(i)B(x/i)

i<z
=2+ X
1<2yT—1  2y/z<ie

=S+ S5,, disons.

Dans S, tous les termes correspondants a i > M,_, = z'/* sont nuls; par
conséquent |S;| < z'/4.

Dans S, les termes (%) non nuls correspondent exactement aux éléments iy, , ,
et on a alors B(z/ix,) = B(k). Par conséquent,

Si= > (-1

1<k< Va2

k impair

— VT/4.

On a donc

G(M,) = Y a(i)B(M,/i) < —/My/A+M/* (n>1). (37)

i<M,

Maintenant, observons que 3 = y* 1, ol  est la fonction arithmétique définie
par y(1) = 1, y(2) = =2 et y(n) = 0 pour n > 2, et posons f = « * 1y, de sorte
que g=axf=fx*1.
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Comme la fonction sommatoire de f, a savoir F(z) = A(z) — 2A(z/2), est
bornée, nous sommes dans la situation décrite dans I’introduction de cet article. On
a donc

G(z) = Cz + O(Vz), (38)
avec C = > f(n)/n. La relation (36) prouve que C = 0, et (37) prouve que le
O(v/z) de (38) ne peut pas étre remplacé par un o(y/z).
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